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Teoria de Colas

Partes del Sistema de Colas

SISTEMA DE COLAS DE ESPERA -
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e Los clientes (part, entity) buscan
e Servicio de unas instalaciones de servicios o servidores (server, machine)
e Esperando en una cola (queue, buffer)

Ejemplos

e Banco

e Supermercado

e Semiforo

e Aviones dispuestos a despegar

e Ascensor

e Peluqueria

e Mantenimiento de equipos

e Alumnos y ordenares e impresoras libres
e Peaje en una autopista
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Los Procesos de Llegada y Salida

Las distribuciones de los procesos de llegada y de salida son muy caracteristicas en un sistema
de colas.

Derivacion de las distribuciones
Si las condiciones en un intervalo de tiempo h son:

1) La probabilidad de que ocurra un evento entre t y t+h depende sélo de hy no de lo
ocurrido antes de t o del valor de t.
2) La probabilidad de que un evento ocurra en h es positiva y menor de 1.
3) Sélo puede ocurrir un evento en h.
Si:
P.(t) = probabilidad de que ocurran n eventos en t
entonces:

1) Po(t+h) = po(t) po(h)
2) 0 < po(h) < 1

1 2 3
@@ @m? (ah)?

— ,—ah _
po(h) = e™™ =1-— 21 31

--=1— ah,

3) p1(h) = 1 - po(h) = ah

El anterior resultado indica que la probabilidad de ocurrencia depende proporcionalmente de
h. Intentemos hallar la:

e f(t) = funcién de densidad de probabilidad del intervalo de tiempo t entre la incidencia
de eventos sucesivos, t >0

e F{t) = funcion densidad acumulada de t = fotf(x)dx

Si T es el tiempo desde que sucedié el ultimo evento:

el tiempo entre eventos) _ {no ocurren eventOS}
no es menor queT J durante T

P{t = T1} = po(T)
foof(t)dt =e T
T

1-F(TM)=e%, T>0
La distribucién obtenida es la DISTRIBUCION EXPONENCIAL!!

f(T) = ae™ T, T>0
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El resultado genera tres conclusiones:

1) Para el proceso que describen las probabilidades de pn(t), el tiempo para la
incidencia de eventos sucesivos debe seguir una distribuciéon exponencial

2) El valor esperado de la distribucién exponencial es:

E{T}= i unidades de tiempo

1 . .
ol a eventos/unidad de tiempo h

es la tasa de generacion de eventos.
3) La distribucién exponencial padece olvido o falta de memoria, propiedad fundamental

para demostrar en un sistema de colas las caracteristicas de aleatoriedad completa.

Proceso de Llegada

El objetivo es determinar la distribucion de los procesos de llegada durante un intervalo de
tiempo.

pn(t + h) = P (n llegadas durante t y ninguna durante h

o bien

n-1 llegadas durante t y una durante h)
Pr(t + h) = pp(t) * po(h) + pp—1(t) * p1 (), n=123,..
Po(t +h) = po(t) * po(h), n=20

Si llamamos A a la tasa de llegada (nimero de llegadas por unidad de tiempo), y hacemos h lo
suficientemente pequefia (h —> 0):

pn(t + h) - pn(t) -

p;l(t) = h ~ _Apn(t) + )lpn—l(t)' n=123,..
, Po(t + h) —po(t)
Po(t) = —————— =~ —Apo (1), n=0
Por lo que:
pn(t +h) = p,()(1 — Ah) + p,,_1(t) (AR), n=1273,..
Po(t + h) = po(t)(1 — 2h), n=20
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La distribucion del nimero de llegadas es POISSON !!!, con Media = Varianza = At

0"
pn(t) = l e
Conclusion:
o Distribucion del Tiempo entre Llegadas =EXP (A)

Esperanza = 1/A
J Distribucion del Numero de Llegadas en t = POI (A)
Esperanza = At

Procesos de salida
Las distribuciones de los procesos de salida se derivan suponiendo un nimero inicial N de

clientes en el sistema que quieren salir una vez servidos a un ritmo de unidades por unidad de
tiempo.
Si
gn(t) = probabilidad de que ocurran n salidas en t
entonces, resultarian del estudio las mismas ecuaciones, cambiando o por p.
qo(h) = e™#* =1 — ph,
q1(h) =1— qo(h) = ph,
o lo que es lo mismo:
gn(t+h) = qy() * 1+ qy_1(6) * ph, n=N
Gt +h) =q,®)* (1 —ph) +quq(t) xuh, 1<n<N
qo(t +h) = qo(t) * (1 — ph), n=0

y resolviendo las ecuaciones:

qn(t) = pqn_1(t), n=N
qn(t) = —pqn(t) + pqn—1 (1), 1<n<N
qo(t) = —uqy(t), n=20
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Entonces:
(t) = L p-ut n=0,1,2 .., N-1
Qn n! Y] weey
av@® =1 =320 4, () n = N-

Si lo que queremos hallar es:
pn(t) = probabilidad de que queden n clientes después de t
P(t) = qun(t)

0 sea,

N-n
Pa(t) = ((”Af)_—n),e‘”t n=0,1,2..,N-1

po(t) =1 =X _1pa(®) n = N-

POISSON !!!, con Media = Varianza=p t

Caracteristicas de un sistema
Las condiciones previas sélo sirven para introducir los sistemas de colas. En la realidad, dichas
condiciones pueden cambiar.

Las 6 caracteristicas esenciales de un sistema de colas son:

a) Distribucion de llegada de clientes

b) Distribucion de los tiempos de servicio

c) Numero de servidores en paralelo

d) La disciplina del servicio

e) Numero maximo en el sistema (cola + servicio)
f) Tamafio de la fuente de clientes

La representacidn del sistema sera:

(a/b/c):(d/e/f)
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Descripcion de los parametros
1) a / b/o):d/erm

Las distribuciones de probabilidad de los procesos de entrada y salida pueden variar y tomar
los siguientes valores:

e M =distribuciéon de llegadas o salidas de Poisson (o markoviana); o, lo que es lo
mismo, distribucidon exponencial entre llegadas o de tiempo de servicio

e D =tiempo entre llegadas o de servicio constante o determinista

e Ey =distribucién de Erlang o gamma de la distribucion de tiempo entre llegadas o de
servicio con el pardmetro k

e Gl =distribucion independiente general de llegadas (o tiempo entre llegadas)
e G =distribucion general de salidas (o tiempo de servicio)

2 (a/b/Cperesf

El nimero de puestos de servicio C es finito pero puede variar

Ce{l,..., «}

Lo mismo sucede con el espacio disponible (e) asi como la poblacién objetivo (f)

3 (awsresm

Las prioridades en el servicio pueden ser del tipo:

e GD = General Discipline

e FCFS = First Come First Served (FIFO)

e LCLS =Last Come First Served (LIFO)

e SIRO =Service in Random Order (Aleatorio)

Medidas u objetivos-

El comportamiento del sistema en su régimen permanente se mide a través de las siguientes
variables:

e p=relacidbnentre Ly u=2A/n

e pn=Probabilidad de n clientes en el sistema
e L, =Numero medio de clientes en el sistema
e Ly =Numero medio de clientes en la cola

e W, =Tiempo medio de espera en el sistema
e W, =Tiempo medio de espera en la cola
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Sabiendo la distribucion de los procesos de llegada y de salida, donde
A es el parametro de la distribucién de llegada
1 es el pardmetro de la distribucidon de salida

Entonces:
p=A/p

Podemos definir los valores de Ls y Ly como:

oc

Ls = z npn

n=0

Ly = Z(n — C)Pn
n=c

y, por tanto, de Wy W, como:
Ly =AW

Ly =W,

El problema estriba en: ¢ Qué ocurre si el sistema tiene capacidad finita? La tasa de llegada se

convertird entonces en:

Tasa efectiva = Aesr

=tasa efectiva de llegadas para los que se unan al sistema= 2, 0 <f<1

Si
tiempo de espera estimado en el sistema
= tiempo de espera estimado en la linea de espera
+ tiempo estimado de servicio
entonces:
1
W =W, + ;
u
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Para cada combinacién de los seis parametros, entonces se procede como sigue para cualquier
sistema de colas:
L

o s 1
pr—> Ly = Ym—onp, W, = 7ﬁwq =W, — ;_>Lq =7qu

(M/M/1):(GD/ec/c)
a Poisson
b Poisson
c 1
d disciplina general en asignacion de clientes a servidores
e sin limite de capacidad
f infinito nimero de posibles clientes

Recordamos que, segun la distribucién exponencial que rige los procesos de llegadas y de
salidas:

P(0llegadasenh) = e " =1— Ah
P(1llegadasenh) = 1—e ™ = 2Ah
P(0 salidasenh) = e # =1 — puh
P(1salidasenh) = 1—e #t = uh
Si sélo puede ocurrir un evento en h, para tener n elementos en t+h:

Pn(t +h) = pp()(1 = AW (1 — ph) + pp_1 () (A (1 — ph)
+ Pn—1 () (1 = AR) (uh),

n=123,..
Po(t +h) = po(®)(1 — Ah)(1) + p1()(1 — AR) (uh), n=0

Si despejamos pn(t), dividimos por h y hacemos h — > 0:

p‘)”l(t) = Apn—l(t) + .upn+1(t) - (/1 + #)pn(t)ﬁ n= 11213'
Po(t) = —Apo(t) + pup1 (0), n=0
Si:
9B, ()
o 0
Pn(t) - P,
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entonces:
0=_APO+MP1 0=2.P0_HP1
0=2AP) — (u+ )Py + uP, 0 = APy — uPy — (AP; — uP,)
0=A4P, — (u+ )P, + uP; 0 = APy — uP; — (AP, — puP3)
0=APp1— (u+ )P, + pPpiq 0=APy_1 — uPy, — (AR, — UPnyq)

O simplificando:

APy = pPy
APy = uP,
APy = uPs
APy = UPpyq

Y resumiendo

ln
pnz(_) Po
Y7,
y dado que:
dru=1=Y () n=n Yy =m(ch)
Pn=1= =] Po = Po p =Po\7—-]~
n=0 n=0 H n=0 1 p
pn = (1—p)p"
po=1-p)

Para hallar, por ejemplo, el nimero medio de unidades en el sistema:

Ls = ann

n=0

Z"“"’)”": (1—p>p%Zp”=(1—p)p%(ﬁ)
p

1-p

Resumiendo, y para régimen permanente estable (p < 1):
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pn=>0-p)p", n=012

_p

LS——l_p

A

fembmyT1

w1

STA u@-p)

_Lg_p

W=7 =ua-p
(M/M/1):(GD/N/x)

a —> Poisson
b—> Poisson

c—>1

d—> disciplina general en asignacién de clientes a servidores
e—> limite de capacidad en N unidades

f—> infi

nito nimero de posibles clientes

Aesr = u(Ls — Lg)Ws = A(1 — py)

1-p
(<—1 — pN+1)p”, p+1
n =i 1 1
N+1 PT
p{1— (N + 1Dp" + Np"+1}
L. = (1-pA=p"*H 7
S
N
2 )
Aesr A1 —py)
Lg=Ls— 0 =LS_T
Ly Ly
W = =
S Aepr A1 —py)
]/]/q =

n=012.. N

Lq

Aeff B /1(1 - pN)
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(M/M/c):(GD/ec/cx)

p)
£<1o—<1,
c uc

a —> Poisson

b —> Poisson

¢ —> c servidores en paralelo

d —>disciplina general en asignacidn de clientes a servidores
e —> sin limite de capacidad

f —> infinito nimero de posibles clientes

-1

P {ZP_ a(1- P/c>}
(f;l_’;)po, osn<c

pn = pn
) L

petl
Lq= 2 Po = [ 2]
(c=Dl(c—p) (c—p)

Lg _ L

Ls: Lq+p,Ws=7,Wq_7q

El modelo se puede aproximar de la siguiente forma:

e Parap<<1l

O po=l-p
o Pt

O Lq = 2

e Parap/c=1

. (c=p)(c—-1)!

© Po="_
~_P

O Lq = —p

(M/M/c):(GD/N/«x), c<N
a —> Poisson
b —> Poisson
¢ —> c servidores en paralelo
d —> disciplina general en asignacidn de clientes a servidores
e —> con limite de capacidad en N unidades
f —> infinito numero de posibles clientes
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n

(P

— Do, sin<c
Pn =1 pn"-
\c! ¢~ 1 n—cPo sic<n<N
_) ip_ (-0
Po = n! c! (1 P/C)
c+1 Nec -

Ly = (po(c_ 1/))! (C—p)z{l_(g) _(N—C)(I—C)) (1—2)}, Pl %1

q i pS(N—c)(N—c+1) p/ B

Po ) =

2c!

A
Ly=Lg+(c—¢) =1Lg+ Zf

(M/GD/1):(GD/oc/x)

Férmula de Pollaczek-Khintchine

a —> Poisson

b —> General —> Media = E{t}; Varianza = var {t}

c—>1

d —> disciplina general en asignacidon de clientes a servidores
e —> sin limite de capacidad

f —> infinito numero de posibles clientes

p=2E{t} <1

A2 (E%{t} + var{t})

Ly = AE{t} + 201 — AE()

Ly =Ly — AE{t)
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(M/M/cx):(GD/ec/ex)

Modelo Self-Service

a —> Poisson

b —> Poisson

¢ —> infinito numero de posibles servidores (=clientes)

d —> disciplina general en asignacidn de clientes a servidores
e —> sin limite de capacidad

f —> infinito numero de posibles clientes

! -p
Po = > =—=ce
eP

1+p+50+-

e Ppm
Pn = nlp n=20,12,.. Poisson(p)
Ly=EMn)=p

1
Ws =
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(M/M/R):(GD/K/K), R<K

Modelo de Reparacion, con R reparadores y K maquinas

a —> Poisson
b —> Poisson
¢ —> Rreparadores

d —> disciplina general en asignacidon de clientes a servidores

e —> K maquinas
f —> K maquinas

R = valor esperado de reparadores ociosos = Z(R —N)pn

Aesr = u(R—R) = A(K — L)
1

1
Po = 2 __p:e—p
l+p+br+e ©
n K nl " -1
K
Po = {Z (n) prt Z (n)R'Rn_R}
n=0 n=R+1
[ (K\ n
) kY nlp®
k(n)—RiR"‘Rpo’ R<n<K

Lq:< K
z (n—R)p,, R>1
\ n=R+1
]>_
K—( po), R=1
L, = p
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